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В статье получены неравенства типа П.Л. Ульянова. Также изучается вопрос о соот-
ношениях между наилучшими приближениями функции f в различных метриках.
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Пусть 1≤ p ≤∞,α>−12 . Через Lp,α обозначим пространство, состоящее из изме-
римых функций f (x) на [0,∞) для которых конечна норма
∥∥ f ∥∥p,α = (ˆ ∞
0
| f |p x2α+1d x
) 1
p
, 1≤ p <∞.
Обозначим через L∞,α множество всех функций f (x), которые равномерно непре-
рывны и ограничены на [0,∞). Норма в пространстве определяется следующим об-
разом: ∥∥ f ∥∥∞,α = sup
x∈[0,∞)
| f |, p =∞.
Рассмотрим в пространстве Lp,α оператор обобщенного сдвига [1] функции f (x):
T h f (x)= Γ(α+1)
Γ( 12 )
Γ(α+ 1
2
)
ˆ π
0
f (
√
x2+h2−2xh cosϕ)(sinϕ)2αdϕ.
Отметим некоторые свойства оператора T h : Lp,α→ Lp,α:
T h jα(λx)= jα(λx) jα(λh), jα(u)= 2
αΓ(α+1)
uα
Jα(u),
где Jα(u) – функция Бесселя первого рода порядка α,∥∥∥T h( f )∥∥∥
p,α
≤C ∥∥ f ∥∥p,α , 1≤ p ≤∞,
ˆ ∞
0
T h f (x)g (x)x2α+1d x =
ˆ ∞
0
f (x)T h g (x)x2α+1d x.
Для функции f ∈ Lp,α конечные разности ∆kh f (x) порядка k(k = 1,2, ...) с шагом h > 0
определим следующим образом:
∆1h f (x)= f (x)−T h(x),∆kh f (x)=∆1h(∆k−1h f (x)),k > 1.
Величину Ωk ( f ,δ)p,α = sup0<h≤δ
∥∥∥∆kh f ∥∥∥p,α будем называть обобщенным модулем
гладкости k-го порядка функции f ∈ Lp,α.
ОбозначимчерезM(ν, p,α),ν> 0множество всехфункцийQν(t ), t ∈R, удовлетво-
ряющих следующим условиям : 1)Qν(t )– четная целая функция экспоненциального
типа ν, 2) Qν(t ) принадлежит классу Lp,α.
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Наилучшее приближение функции f ∈ Lp,α из класса M(ν, p,α) определим следу-
ющим образом
Eν( f )p,α = inf{
∥∥ f −Qν∥∥p,α : Qν ∈M(ν, p,α)}.
Лемма. Пусть 1< p < q <∞,τ= 2(α+1) Тогда справедливо неравенство
(ˆ ∞
0
(
m∑
s=1
|Qn2s (x)−Qn2s−1(x)|
)q
x2α+1d x
) 1
q
≤C
{
m∑
s=1
(
(n2s)τ(
1
p− 1q )En2s−1( f )p,α
)q} 1q
.
Доказательство. Пусть r = [q]+1,1< q <∞.
I (m)=
(ˆ ∞
0
(
m∑
s=1
|Qn2s (x)−Qn2s−1(x)|
)q
x2α+1d x
) 1
q
=
(ˆ ∞
0
(
m∑
s=1
ψs(x)
)q
x2α+1d x
) 1
q
≤
(ˆ ∞
0
(
m∑
s=1
ψ
q
r
s (x)
)r
x2α+1d x
) 1
q
=
{
m∑
s1
· · ·
m∑
sr
ˆ ∞
0
ψ
q
r
s1(x) · · ·ψ
q
r
sr (x)x
2α+1d x
} 1
q
. (1)
Так как (
r∏
n=1
bn
)r−1
= ∏
1≤i< j≤r
bi b j , r > 1,
то применяя следующее неравенство Гельдера
ˆ ∞
0
g1(x) · · ·gn(x)x2α+1d x ≤
(ˆ ∞
0
|g1(x)|
1
τ1 x2α+1
)τ1
· · ·
(ˆ ∞
0
|gn(x)|
1
τn x2α+1
)τn
,
с показателем τk = 2r (r−1) , k = 1, · · · ,n = r (r−1)2 , τk > 0,
∑n
k=1τk = 1 и полагая
gk =ψ
q
r (r−1)
si ψ
q
r (r−1)
s j , имеем I (m)≤
{∑m
s1 · · ·
∑m
sr
´∞
0
(∏
1≤i< j≤r ψ
q
r
si (x)ψ
q
r
s j (x)
) 1
r−1
x2α−1
} 1
q
≤
{∑m
s1 · · ·
∑m
sr
∏
1≤i< j≤r
(´∞
0 ψ
q
r
si (x)ψ
q
r
s j (x)x
2α+1d x
) 2
r (r−1)
} 1
q
.
Теперь оценим следующий интеграл
ˆ ∞
0
ψ
q
r
si (x)ψ
q
r
s j (x)x
2α+1d x,
применив неравенства Гельдера с параметрами q2 = p+qp , q1 =
(p+q)q
2p , q
−1
2 +q−11 = 1 и
неравенства разных метрик (см. [2], теорему 3.5) с параметрами q2 > p, q1 > p два-
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жды, имеемˆ ∞
0
(ψli (x))
q
2 (ψl j (x))
q
2 x2α+1d x ≤(ˆ ∞
0
(ψli (x))
(p+q)q
2p x2α+1d x
) p
(p+q) (ˆ ∞
0
(ψl j (x))
(p+q)
2 x2α+1d x
) q
(p+q) ≤
C
(
(n2li )
τ( 1p− 1q2 )
{ˆ ∞
0
(ψli (x))
p x2α+1d x
} 1
p
(n2l j )
τ( 1p− 1q1 )
{ˆ ∞
0
(ψl j (x))
p x2α+1d x
} 1
p
) q
2
≤
C
(
(n2li )τ(
1
p− 1q )
{ˆ ∞
0
(ψli (x))
p x2α+1d x
} 1
p
(n2l j )τ(
1
p− 1q )
{ˆ ∞
0
(ψl j (x))
p x2α+1d x
} 1
p
) q
2
×
(
2τ(li−l j )
) q−p
2(p+q)
. (2)
Подставляя (2) в (1), имеем
I (m)≤
C
{ m∑
l1=1
·
m∑
lr=1
∏
1≤i< j≤r
(
(n2li )τ(
1
p− 1q )∥ψli ∥p,α(n2l j )τ(
1
p− 1q )∥ψl j ∥p,α
)q
2−τ|li−l j |
(q−p)
p+q
} 1
r (r−1)

1
q
.
(3)
Так как
∏
1≤i< j≤r bli bl j 2
−|ll−l j |β = ∏rs=1 br−1ls ∏rk=1 2−|ls−lk |β2 , где bs ≥ 0,1 ≤ s ≤ r,β > 0,
полагая bls =
(
(σ2ls )τ(
1
p− 1q )∥ψls∥p,α
) q
r (r−1)
,β= τ q−p(q+p)r (r−1) , в силу неравенства Гельдера
следующего вида для сумм с показателем λk > 0,
∑r
k=1λk = 1 ([4])
∑
k
bk (1) · · ·bk (r )≤
(∑
k
|bk (1)|
1
λ1
)λ1
· · ·
(∑
k
|bk (r )|
1
λr
)λr
из неравенства (3) имеем
I (m)≤C
 r∏
s=1
[
m∑
l1=1
·
m∑
lr=1
(
(n2ls )τ(
1
p− 1q )∥ψls∥p,α
)q r∏
k=1
2−τ|ls−lk |
q−p
2(p+q)(r−1)
] 1
r

1
q
≤
c
 r∏s=1
(
m∑
l1=1
·
m∑
lr=1
(
(n2ls )τ(
1
p− 1q )∥ψls∥p,α
)q r∏
k=1
2−τ|ls−lk |
q−p
2(p+q)(r−1)
) 1
r

1
q
≤
{
m∑
l1=1
(
(n2ls )τ(
1
p− 1q )∥ψls∥p,α
)q m∑
l2=1
· · ·
m∑
lr=1
r∏
k=1
2−τ|l1−lk |
q−p
2(p+q)(r−1)
} 1
r
.
В силу оценки
m∑
l=1
2−|l−l1|β ≤M(β)
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получим
m∑
l2=1
· · ·
m∑
lr=1
r∏
k=1
2−|lk−l1|β2−|l−l1|β =
m∑
l2=1
· · ·
m∑
lr=1
r∏
k=2
2−|lk−l1|β2−|l−l1|β ≤
r∏
k=2
m∑
lk=1
2−|lk−l1|β =M r−1(β).
Поэтому, учитывая предыдущие неравенства и следующие неравенства
∥∥ψl∥∥p,α ≤∥∥Qn2l −Qn2l−1∥∥p,α ≤ 2En2l−1( f )p,α имеем
I (m)≤C
(
m∑
l=1
(n2l )qτ(
1
p− 1q )∥ψl∥qp,α
) 1
q
≤C
(
m∑
l=1
(n2l )qτ(
1
p− 1q )E q
n2l−1( f )p,α
) 1
q
.
Отметим, что идея доказательства леммы заимствована из работы М.Ф. Тимана
[3, теорема 2].
Теорема 1. Пусть 1< p < q <∞, f ∈ Lp,α,θ = τ( 1p − 1q ),τ= 2(α+1). Тогда справедли-
вы неравенства
∥∥ f ∥∥q,α ≤C
{ ∞∑
k=1
kqθ−1E qk ( f )p,α
} 1
q
+∥∥ f ∥∥p,α
 , (4)
En( f )q,α ≤C
{ ∞∑
k=n
kqθ−1E qk ( f )p,α
} 1
q
. (5)
Доказательство. Еслимыпокажем сходимость последовательностиQn2m−Qn в про-
странстве Lq,α, то в силу полноты пространства Lq,α предельные функции f −Qn ∈
Lq,α и соответственно f ∈ Lq,α. Для этого, используя лемму, имеем∥∥ f −Qn∥∥q,α ≤ limm→∞∥Qn2m −Qn∥q,α = limm→∞
∥∥∥∥∥ m∑
l=1
Qn2l −Qn2l−1
∥∥∥∥∥
q,α
≤
C lim
m→∞
{
m∑
l=1
(
(n2l )τ(
1
p− 1q )En2l−1( f )p,α
)q} 1q
≤C
{ ∞∑
l=1
(
(n2l )τ(
1
p− 1q )En2l−1( f )p,α
)q} 1q
.
Доказательства неравенств (4)и(5) следует из предыдующей оценки и следующего
неравенства Eν( f )q,α ≤ A
∥∥ f −Qν∥∥q,α.
Теорема 2. Пусть 1 < p < q <∞, f ∈ Lp,α. Если для некоторого q (1 < p < q <∞)
ряд сходится
∞∑
k=1
kqθ−1E qk ( f )p,α <∞,
то f ∈ Lq,α и справедливы неравенства
∥∥ f ∥∥q,α ≤C
{ ∞∑
k=1
kqθ−1E qk ( f )p,α
} 1
q
+∥∥ f ∥∥p,α
 (6)
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En( f )q,α ≤C
{ ∞∑
k=n
kqθ−1E qk ( f )p,α
} 1
q
. (7)
Теорема 3. Пусть 1 < p < q <∞, f ∈ Lp,α. Если для некоторого q (1 < p < q <∞)
ряд сходится
∞∑
k=1
kqθ−1Ωm( f ,
1
k
)
q
p,α <∞,
то f ∈ Lq,α и справедливы неравенства
∥∥ f ∥∥q,α ≤C
{ ∞∑
k=1
kqθ−1Ωm( f ,
1
k
)
q
p,α
} 1
q
+∥∥ f ∥∥p,α
 , (8)
Ωm( f ,
1
n
)q,α ≤C
{ ∞∑
k=n
kqθ−1Ωm( f ,
1
k
)q ( f )p,α
} 1
q
. (9)
Теорема 4. Условия (7) и (9) эквивалентны.
Если 1≤ p < q ≤∞ и λ= {λn}– последовательность чисел с λn ↓ 0, то Ep,α(λ) озна-
чает класс всех функций f ∈ Lp,α, для которых En( f )p,α =O(λn).
Теорема 5. Пусть 1< p < q <∞, f ∈ Lp,α и λn– последовательность положитель-
ных чисел с λn ↓ 0. Тогда для того чтобы имело место вложение Ep,α(λ) ,→ Lq,α, необ-
ходимо и достаточно, чтобы
∞∑
k=1
kqθ−1λqk <∞.
Доказательства теоремы 5 проводим по схеме В. И. Коляды [5].
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ON A INEQUALITY OF P.L. UL’YANOV
T.E. Tileubayev
In this paper an inequality of P. L. Ulyanov and the relation between the best approximations of func-
tions f in various metrics is studied.
Keywords: inequality of P.L. Ul’yanov, the best approximation, moduli of smoothness.
